LIMITES DE FUNCIONES.
CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS

| estado de reposo (inmovilidad) es desconocido en la naturaleza.
B= Todo se mueve, todo cambia. El limite de funciones estudia,
precisamente, los procesos de cambio. La idea de su tratamiento ma-
tematico es la siguiente: en ciertas situaciones no es posible obtener
directamente el valor exacto de una magnitud; entonces, se obtienen
sucesivas aproximaciones de ella. Esta cadena de aproximaciones,
cada vez mds precisas, permite determinar inequivocamente el valor
buscado. (Es el estudio del proceso de aproximacion el que nos pro-
porciona, mediante su limite, el valor exacto).

El método matematico de paso al limite fue el fruto de la persistente
labor de muchas generaciones sobre problemas que no podian re-
solverse por los sencillos métodos de la aritmética, el dlgebra o la
geometria elemental.

La humanidad llega a la idea de continuidad mediante la observa-
cion de procesos fisicos. El concepto se va perfilando y se hace ma-
tematicamente relevante al estudiar funciones que no son continuas
en algunos de sus puntos. La descripcion precisa de funcion conti-
nua requiere del proceso de paso al limite.

Los conceptos de limite y de continuidad recibieron una formulacion
precisa al comienzo del siglo xix (Cauchy) y estin estrechamente li-
gados al de numero real.




REFLEXIONA Y RESUELVE

Aproximaciones sucesivas

x% + 4x — 45
2x - 10
no se puede obtener porque el denominador se hace

cero. Realizaremos una serie de aproximaciones suce-
sivas, dando a x los valores 4; 4,9; 4,99; ...

El valor de la funcion f(x) = para x=5

® Comprueba que:
J@ = 6,5 f(4,9 =695 f(4,99) =6,995
m Calcula f(4,999); f(4,9999); f(4,99999); ...

B A la vista de los resultados anteriores, jte parece
razonable afirmar que, cuando x se aproxima a 5,
el valor de f(x) se aproxima a 7? Lo expresamos
ast: lim fQo =7

X—=D
x2 + 6x =27

® Calcula, andlogamente, /im
2x -6

x—=3

A traveés de una lupa

En la pdgina 247 vimos una situacion similar a la si-
guiente:

AUMENTO

TN
DISTANCIA (dm) NS

A ) d = distancia
A = aumento

Si acercamos un objeto a una lupa hasta tocarla
(d = 0), sutamano se mantiene igual:

lim A=1

d—0
Sin embargo, si lo situamos a 2 dm, aproximadamente,
se hace mas y mas grande, derecho o invertido, segin
que d<2 o d>2.

lim A=—o
d— 2"

Iim A=+
d— 2~

Si alejamos la lupa del objeto, este se ve cada vez mas
pequeno:

im A=0

d—> +e
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VolUmenes de esferas

VOLUMEN

3001

200

100

1 2 3 4 RADIO

El volumen de una esfera depende de su radio. Pode-
mos conseguir que el volumen de una esfera sea tan
grande como queramos sin mis que tomar el radio tan
grande como sea necesario. Eso se expresa asi:

lim V= 4o
r— +oo

Templando el agua

Dejamos enfriar un cazo ;| TEMPERATURA (°C)
con agua hirviendo. Al
pasar el tiempo, la tem-
peratura del agua del
cazo se aproxima a la

temperatura  ambiente
(20 °C): B0 s . e s S
o T 30 60 9

TIEMPO (min)

Ruido y silencio

INTENSIDAD DE SONIDO (db)
120

100
80
60
40
20

DISTANCIA (m)

1 2 3 4 5

Si acercamos la oreja a un foco de sonido, este se hace
insoportable. Si la alejamos mucho, deja de oirse:

Iim I=0

d— +oeo

lim I = +oo
d—0

—

27
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11.1 VISION INTUITIVA DE LA CONTINUIDAD. TIPOS DE DISCONTINUIDADES

La idea de funcion continua es la de que “puede ser construida con un solo
trazo”. Vamos a obtener algunos criterios mediante los cuales podamos
saber si una funcion, dada por su expresion analitica, es o no continua.

ASINTOTA VERTICAL EN x = O

'
|
'
'
'
'
'
|
'
n
T
'
|

ASINTOTA VERTICAL EN x = 2

=
/ 2
{x,sixsz
Xr= y
1, si x>2

SATO EN x = 2

/] 2
X2 - 2x

)= =x, Si x#2
Y x-2 2

FALTA EL PUNTO DE ABSCISA 2

Discontinuidades

Empecemos observando graficamente las razones por las que una curva
puede no ser continua en un punto.

1.

Tiene ramas infinitas en ese punto

S/
“ Y

En estos casos, la recta x = a se llama asintota vertical de la curva.

La funciéon y = 1/x presenta una discontinuidad de este tipo en la
abscisa 0. Es decir, la recta x =0 (el eje Y) es asintota vertical.

P(x)
O(x)

tical en los valores de x para los cuales el denominador es 0 (Q(x) = 0).

Andlogamente, las funciones y = pueden tener una asintota ver-

—
(= 22
X = 2. En ella, las dos ramas van hacia arriba.

Por ejemplo, la funcion y = tiene una asintota vertical en

Presenta un salto en ese punto
La funcién da un salto al llegar a la abscisa a.
Entre las funciones elementales que nosotros

/‘;
O manejamos, tal comportamiento solo se en-

a cuentra en funciones definidas “a trozos”.

% 2
1 &i>2

)

Por ejemplo, y = { es discontinua en x =2 por este motivo.

Le falta ese punto
La funcion no estd definida en la abscisa a,
. pero no tiene ramas infinitas ni presenta salto.
Z Esta discontinuidad se llama evitable porque
) bastaria anadir ese punto para que la funcion

fuera continua.

x2—

Por ejemplo, la funcién y = no esta definida en x = 2,

porque el denominador se anula. Sin embargo, para valores distintos

x(=2)

de 2 podriamos simplificar la expresion: y = —

=x, si xX#2.

Es decir, la grafica de esta funciéon es como la de y = x, salvo que le
falta el punto de abscisa 2.



_x st x#2
Y13 si x=2

PUNTO DE ABSCISA 2 DESPLAZADO

TEN EN CUENTA
Las funciones

1 x2-2x
-22' 7T w2

- o
o= ¥

que estan definidas de forma "natural"

(sin el artificio de la definicién "a trozos"),

solo son discontinuas en los puntos donde
no estdn definidas.

EJERCICIOS PROPUESTOS

o
UNIDAD 11

4. Tiene ese punto “desplazado”

Este caso es como el anterior, pero la funcion
: si estd definida en x = a, aunque el punto lo
¢ tiene desplazado. También este tipo de dis-
a continuidad se llama evitable.

Este tipo de comportamiento solo puede conseguirse mediante fun-
ciones definidas “a trozos”.

X 51 xE2

Por ejemplo, la funcion y = {5 ) , Presenta una discontinui-
si x =

dad de este tipo en el punto de abscisa 2.

Continuidad

Como resulta obvio, una funcion es continua en un punto si no presen-
ta ningun tipo de discontinuidad en él.

Es interesante observar que los ejemplos de funciones con discontinui-
dades de los tipos 1 y 3, que son las Unicas que se han podido definir
de forma “natural”, no estan definidas en el punto en que son disconti-
nuas. Esto es general y nos va a permitir dar un criterio, tan eficaz como
sencillo, para identificar continuidades:

Las funciones definidas por expresiones analiticas elementales (es de-
cir, todas las que conocemos hasta ahora) son continuas en todos los
puntos en los que estdn definidas.

Por ejemplo, f(x) = x3 —3x + 5 esta definida en todo IR y es continua
en todos los puntos de R.

X*5 .
gl = XT; es continua en todos los puntos, salvo en x = -3, donde
X

no esta definida.

h(x) = Nx—4 es continua en [4, +=), que es donde estd definida.

jﬁ

1. Cada una de las siguientes funciones tiene uno o ~/ 2. Explica por qué son continuas las siguientes fun-

—

mas puntos donde no es continua. Indica cudles ciones y determina el intervalo en el que estan
son esos puntos y qué tipo de discontinuidad pre- definidas:
senta:
Ay=x=75 b)y=V5-x
+ 2 i
a)»V='x b)}):ﬂ
x-3 ) 3x—4, x<3 @ x, 0<x<2
dy= p=
x2-3 & 3 81 X#£4 : x+2 x23 & 2. 2€x<5
Q= X V= si x =4
—
275
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11.2 LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

X TIENDE A 1
0 1 2
x=0
x=19
x=05
x= 1,4
x=0,8
x=1,1
x=095
x=101
x=0,999
x—1
lim  f(x) = +o0 E
xoc !
c
lim  f(x) = - c
= ;
lim  f(x) =1 |
x=c \/—’:
~
£

El estudio de la continuidad en un punto y de las asintotas verticales se
realiza con mds precisién conociendo el concepto de limite. Empecemos
por entender qué significa que x se acerca a un cierto valor numérico:

x — ¢ (x tiendea ¢ por laizquierda) significa que a x se le dan
valores cada vez mas préximos a ¢, pero menores que c.

Por ejemplo, la secuencia 0; 0,5; 0,9; 0,95; 0,99;... estd formada por nu-
meros menores que 1y cada vez mas proximos a 1. Escribimos: x — 1~

x = ¢t (x tiendea ¢ por la derecha) significa que a x se le dan
valores cada vez mas préximos a ¢, pero mayores que c.

Sia x se le dan los valores 2; 1,5; 1,1; 1,01; 1,001:... escribiremos: x — 17

x — ¢ significa que a x se le dan valores cada vez mds proximos a c¢.
Se lee “x tiendea c”.

Por ejemplo: 0; 1,9; 0,5; 1,4; 0,8; 1,1; 0,95; 1,01; 0,999;... es una secuen-
cia de nimeros cada vez mds proximos a 1. Escribimos: x — 1

Significado de Ilim f(x) cuando x — ¢

Si x > ¢, entonces a x le damos valores variables. Como consecuen-
cia, f(x) también toma valores variables. El comportamiento de [f(x)
cuando x — ¢, se expresa asi:

lim  f(x) (limite de f(x) cuando x tiende a ¢ por la izquierda)
X =€

y puede ser de una de las siguientes formas:

®

Cuando x — ¢7, f(x) toma valores cada vez
mds grandes, llegando a superar a cualquier
valor, por grande que sea.

lim  f(x) = +oo
X=>c

Ejemplo: f(x) = S lim  f(x) = +eo
(¢ = 1) x—s 1°
@ lim f(x) = - | Cuando x — ¢, f(x) toma valores cada vez
X —=c”

“mads negativos”.

Ejemplo: f(x)=; n 0 09 099
x

= 1 -10 -100

im f(x) =1

X=dC

lim  f(x) = —oo

x—-1

Cuando x — ¢, f(x) toma valores cada vez
mas proximos al nimero /.

n 0 09 099

f(x)| 5 581 59801 ...

@

Ejemplo: f(x) =x2+5

S =06

lim
x—1

Las funciones que nosotros conocemos hasta ahora tienen uno de estos
tres comportamientos cuando x — ¢



CON CALCULADORA

Comprueba que
im 1
x= I (X— ])2
1

S R |

= 400

= +4oo

lim (x2+5)=
e Ak

dando a x los valores

2; 1,5, 1,1; 1,01; 1,001; 1,0001...

lim = +oo
xo1 (\— 1)?

)

lim (x2+5)=0
x> 1

OF-=ccecccaa

y=f0) es
continua en ¢

)

lim f(x) = f(c)
X'->.c

i N 1 5
lim — no existe
x—>1X— 1

_

UNIDAD 11

Significado de lim f(x) cuando x — ¢*

El significado de  lim _ f(x) (limite de f(x) cuando x tiendea c por
X =€

la derecha) es similar al del  lim f(x). Veamos grificamente los tres
X —>C

comportamientos que pueden darse, idénticos a los vistos para x — ¢~
|

'
'
—_——

IS, | -

c c
lim _ f(x) = +oo lim _ f(x) = —eo lim _f(x)=1
H'=3 C X\ —2G W=> L

Los limites cuando x — ¢~ y x — ¢* se llaman limites laterales.

Significado de lim f(x) cuando x — ¢

lim f(x) (limite de f(x) cuando x tiendea ), es el comportamien-
X =€

to de la funcién cuando x se aproxima a ¢ tanto por la derecha como
por la izquierda.

Si lim fQx) = lim @) =1, decimos que lim f(x) = 1.

X = Cc x—ct X—>cC

Anilogamente, cuando los dos limites laterales son +c 0 —eoo,

Si los dos limites laterales no toman el mismo valor, se dice que no
existe el /im f(x).

Xi=3C
P .
/.\/ /\ /’::1[
: :
lim f(x) = +oo lim f(x) = lim f(x) =1
xX-c x> x—c

Relaciéon de la continuidad en ¢ con el limite
cuando x — ¢

Observando los distintos tipos de discontinuidad y el comportamiento
de las funciones continuas, llegamos a la siguiente conclusion:

J es continua en x = ¢ si cumple las tres siguientes condiciones:

e Tiene limite finito cuando X — C..vvvvieiicinennn, im f(x) =1
X =€
o Estd definidaienl K= € .opmummmmmmisn somsmsmsaniiss f(o) existe

e El limite coincide con el valor de la funcién en c. lim f(x) = f(c)
X —=C

Observa que la igualdad final resume las tres condiciones, pues si se
cumple la igualdad es porque existen sus dos miembros.
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11.3 CALCULO DEL LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Hallar los limites siguientes:

a) lim x°
x—3

- 5%
b) lim
x—32 X=5

c) lim N3x+4

x> 7

d) lim (senx+ 3)

X T/4

EJERCICIOS PROPUESTOS

El cilculo de limites de funciones en puntos concretos puede ser muy
facil o dificil, segtn los casos. Vamos a analizar distintas situaciones que
nos permitirdn reconocer qué proceso conviene seguir en cada caso.

Limite en un punto en el que la funcién
es continua

Recordemos unos resultados que nos van a simplificar extraordinaria-
mente el cdlculo de algunos limites:

Si f(x) es continua en ¢, entonces: Si f(x) es una funcién habitual
> dada por su expresion analitica
lim f() = f(©) - L © p
BFes o ) y existe f(c), entonces para
LANIO, hallar:
; i 3 lim  f(x)
Las funciones que utilizamos habi- P J
tualmente mediante su expresion
analitica son continuas en todos los

puntos en los que estan definidas. flo

calcularemos, sencillamente:

OBSERVACION

Cuando ponemos x — ¢ hace falta que podamos “acercarnos a ¢ ca-
da vez mds”. Por ejemplo:

e Carece de sentido hablar de  /im Vx porque, al ser el dominio de
x—=-3
definicién de Vx el conjunto [0, +eo), la x no puede tomar valores
“cada vez mds proximos a —3”.

3 g
e Si podemos hablar de /im =
x—=0 X"

aunque 0 no sea del dominio

de definicion de esta funcion, Dom = (—e, 0) U (0, +o0), porque pode-
mos dar a x valores de Dom tan proximos a 0 como queramos.

a) lim (x%) =32=9 (pues f(x)=x? escontinua en x = 3).

x—3

o 5x _5:2 10 _ 10
b) I - 2 et
s W=h Q=5 =8 3

Como dicha funcién estd definida en x =2, es continua en x =2 v,

entonces, [lim f(x) coincide con el valor de la funcién, f(2).
x—>2

O lim N3x+4=V3-7+4=5 (pues la funcion es continua en x = 7).

X=>T
d)  lim (senx+3)=sen£+3=£+3 (pues y =sen x + 3 es
x — /4 4 2

una funcién continua).

1. Calcula el valor de los siguientes limites:

b) lim (cosx—1)

2. Calcula estos limites:

a) lim Vx?-3x+5

x -2

b) lim log,,x
1

x =0,




POR EJEMPLO

fix) = x2+2, x<0
x+2, x20

(y=x+2, y=x24+2 son continuas en

x=0).

EJERCICIOS RESUELTOS
1. Hallar los limites de la funcion

B f](x)=2x—5, s
f(x)_{fz(x)=—x+2, x23

en los puntos 3, 1y 7.

€é§§:ulo de limites de funciones
definidas “a trozos”

S = {

), x<¢
5 ¢

UNIDAD

., /i v /5, son funciones continuas en c.

® Calculo de lim f(x) en el punto de ruptura

Como f; y f, son continuas,

lim fQo)=f© y

X =>c

Regla prictica. Si f(c) = f,(c) = I, entonces lim f(x) =1

X'—2€

Si fi(o) # f,(0), entonces el limite no existe.

® Célculo de lim f(x) en otro punto cualquiera del dominio

Para hallar el limite, procederemos asi:

I i e

x =3

lim fx)=/f3)=-3+2=-1
x— 3" -

lim f(x) = f(@)

X—>a

Si B>g¢

lim f(x) = f,(b)

xX—ob

No coinciden.

x—3

Como consecuencia, f(x) no es continua en x = 3.

11

lim_f(x) = f,(0).
X=C

* Veamos si coinciden los limites por la derecha y por la izquierda de 3:
lim fO)=f3)=2-3=-5=1

Por tanto, no existe lim f(x).

/ e Como 1<3, lim f(o) = lim fi()=lim 2x-5=2-1-5=-3
x=xl x—=1 x=>1
e Como 7 >3, lim f)= lim /,(x)=lim (-x+2)=-7+2=-5
oA 4 x =7 %= 7
/
2. Averiguar si la funcion Tanto f,(x) = x3 - 5x+3 como f,(x) =5 son continuas en x = -2.
. {{3_ 5x+ 3, x;t—j fiED=2P 5D +3=5 f2)=5 Coinciden.
4 o Por tanto, /im [f(x) =5 y la funcién es continua.
es continua en x =-2. X = =2
3. Calcular el valor de n para Cualquiera que sea 7, f(x) es continua en los puntos distintos de 4.
que la funcion Puesto que f(4) =4°-5-4+1=-3 hadeser lim f(x)=-3.
s . | @F =5+ 1, %54 Jas
e bl P e e lim [0 =42 =5-4+1=3
X <
sea continua en todo IR . lim f) =2 -4+n=8+n +n==3= n=-11
x — 4
EJERCICIOS PROPUESTOS
5_2x+k x%#
\/ 3. Calcula & para que la funcion y = f(x) sea continua en IR: f(x) = {)7( it = ;
) X =

279
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VISION ESQUEMATICA
DEL PROCESO

lim Ax)
x—c Q(X)

l

T Px) _ o)
O Qo)
. P(x)
=400
lim o

Pi(0) = P s (x=c)
el e Ao

Y

P](,’C) = P(x)
01 = O(x)

La expresién := significa “se pone en
lugar de”.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Calcular el limite siguiente:
lim 22 .
w2 X=2

2. Calcular el limite siguiente:
58

. =
w1 (= T2

Limite del cociente de dos polinomios,

P(x)/Q(x)

Si el denominador no se anula, Q(c) # 0, la funcion es continua
en ¢ vy, por tanto, el limite en ¢ es el valor de la funcion en c.

Ple) _ Pl
Q@)

Si Q(o) #0, lim

x—>c Q)

Si el denominador se anula y el numerador no se anula, el limi-
te es infinito.

= + 00

: . . PX)
Si P(o) # 0 y Q(c) =0, entonces xlz_;)ﬂc 0

En estos casos hay que estudiar los dos limites laterales. Este estudio
puede hacerse con ayuda de la calculadora hallando el signo de
P(x)/Q(x) en puntos muy proximos a ¢, a ambos lados de €l. Por
ejemplo, en ¢ - 0,01 yen ¢+ 0,01

Si tanto el numerador como el denominador se anulan, entonces
la expresion puede simplificarse.

Si P(o) =0, Q(c) =0, entonces el cociente puede simplificarse
dividiendo numerador y denominador por (x - ¢):

Px)=(x-c) Px) Q) =x-0- 0,
o - P(x) P, (x)
MURoTES) &0 0, x5 0@

Para hallar este nuevo limite, analizaremos en cudl de los tres ca-
SOs se encuentra.

= [lim
X—=>C

Puesto que para x = 2 se anula el denominador pero no el numerador,
el limite es +eo. Estudiemos los limites por la izquierda y por la dere-
cha del punto 2 para analizar sus signos:

199 + 1 .
A:2-001=199 L2+ _ 599 0. Jim B
IZDA 99 199 =2 99 xlz_f)nz_f (x)
pora: 2+ 0,01 = 2,05 20 L _ 36150, im f0) = +ee
S~ oy

Puesto que para x =1 se anula el denominador y no

el numerador, el limite es *e, Pero, ademads, tanto el / : \

numerador como el denominador son positivos en las
proximidades del punto x = 1.

Por tanto,

y x3 :
di - = Wit |
x->1 (x-1 R P T




3. Hallar el siguiente limite:
. X2=5%+6

lim —————
x—52 X2+ 3x— 10

4. Calcular los limites cuando
X—> 2y x—>3 dela
siguiente funcion:

J— 5x2 + 6x
(x) = <
/ x3— 7x2+ 16x— 12

EJERCICIOS PROPUESTOS

[Po——

—

UNIDAD 11

Para x =2 se anulan el numerador y el denominador. Puede simplifi-
carse la fraccion dividiendo ambos por (x—2):
X =5x+6 _
x2+3x-10

x-3)(x-2) _x-3
(x+5 (x-2) x+5

Ya no se anula el denominador, y el limite puede obtenerse sustituyen-
do x por 2:

3 x2-5x+6 . ox—
lim ————a iy — = ——
x—2 X“+3x-10 x—o2X*> 7

(OS]
—_

Tanto el numerador como el denominador se anulan para

x = 2. Por tanto, podemos simplificar la fraccion:

2 2
lim f(x) = lim e =B . g Zx -

% 32 x—=2 @=-2D((x2-5x+6) x52 x>—-5x+6

Ahora, para x =2, observamos que se anula el denominador pero no el
numerador. Por tanto, los limites laterales son +eco. Veamos sus signos:

2_ 2. _

A la izquierda: x=2-0,01=1,99 — 1’979 3-19 _ - __
1,994 -5:199+6 +
2 . _

A la derecha: x=2+0,01=201 — LU= L= ey
2,012-5-201+6 -
lim  f(x)=—o0; [lim [f(x)=+0o0. Noexiste [im f(x).

x— 2 = 2% x—2

Tanto el numerador como el denominador se anulan para
x = 3. Por tanto, podemos simplificar la fraccion:

— 2 _ 9y g
lim f(x) = lim LE=D0F Bl _ iy =B,
x—3 x93 @=-3)(x?-4x+4) x—o3 x°-4x+4

El denominador ya no se anula para x = 3.
Por tanto, para hallar el limite, simplemente sustituimos:

x% - 2x 32-2-3
lim f(x) = lim = =3
x—>3f x—>3 x2—4x+4 32_4-3+4

by

resultados:

a) flx) =

2

X“—4

4. Calcula los limites de las funciones siguientes en
los puntos que se indican. Donde convenga, es- (x — 2)?
pecifica el valor del limite a la izquierda y a la
derecha del punto. Representa grificamente los

en=2,0y2

b fa) = =12 oo gy 3

2 _
o flx) = x) =i enly-3
x“+2x-3
o x4 .
d) f(x) 2 % 32 en 0y -3
281



11.4 COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCION CUANDO x — +

Para expresar que damos a x valores cada vez mds grandes, ponemos
x = +oo (x tiende a mas-infinito). Por ejemplo, si damos a x los valo-
res 10, 100, 1000, 10000, ..., decimos que x — +eo.

Veamos posibles comportamientos de f(x) cuando x — +oe:

) e lim  f(x) = +eo
x/_l'}ﬂzwf(x = o X — +oo
Cuando x — +eoo, los valores de f(x) crecen cada vez mas.
Por ejemplo, son de este tipo las funciones potencias, y = x”; expo-
nenciales, y=a*, a > 1; raices, y= %; logaritmos, y=log,x, a> 1.
. lim f(x) = —oo
lim  f(x) = —o X = +oo
X — +oo
Cuando x — +eo, los valores de f(x) son cada vez “mas negativos”.
Como ejemplo, podriamos poner las funciones del ejemplo anterior pre-
cedidas del signo menos: y = —x* y=-2% y-= x| y = —log;x.
lim f(x) =1
X > +oo
lim [0 =1 Cuando x — +eo, los valores de f(x) son cada vez mas proximos a
il un nimero /. En tal caso, se dice que la recta y =/ es una asinto-
ta horizontal de la curva.
. . B3 .
Por ejemplo, [lim —5 = = 2. Vedmoslo con ayuda de la calculadora:
X +o0 X7+ D
[Z} 10 100 1000 10000
2x2-3
P 1,876 1,9987 1,999987 1,99999987
x“+5
Iim  f(x) no existe
lim  f(x) no existe L\ A~ e
= rl b~ N Cuando x — +eo, los valores de f(x) ni crecen ni decrecen indefi-

nidamente, ni se acercan cada vez mds a ninglin nimero.

Por ejemplo, las funciones trigonométricas presentan este comporta-
miento, pues oscilan indefinidamente.

EJERCICIOS PROPUESTOS
AL

1. Di el limite cuando x — + de las siguientes
funciones dadas por sus graficas:

VAR
/ \/\
¥ =0

y=F0)
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11.5 CALCULO DE LIMITES CUANDO x — +=

NOTACION
En lugar de decir que

lim  F(x) = +e0

podemos decir que
“f(x) tiende @ +o cuando
x tiende a +oo”
o bien

“f(x) > +o cuando x — +oo”

REFLEXION IMPORTANTE

Cuando x — +o, el protagonismo de
una funcién polinémica lo desempefia su
término de mayor grado, pues, para
valores grandes de x, el valor de las
potencias de grado inferior es
insignificante comparado con el suyo.
Por ejemplo:

x3 - 20x2
Para x = 100:
x3 =1 000 000
-20x2 = - 200 000
x3 - 20x2 800 000

EJERCICIOS PROPUESTOS

Al igual que en los limites en un punto, el cilculo de limites cuando
X — +oo presenta una variada casuistica, que depende del tipo de fun-
ciones que se presenten. Veamos las mds importantes para este nivel.

Limites de funciones polinémicas
Las siguientes funciones, evidentemente, tienden a +eo cuando x — +oo:
S0 = x? G =%+ 17 fx)=x-3

Acaso resulte menos evidente pero, reflexionando, también es claro que
tienden a +e las siguientes funciones:

S =2x2—40x  f(x) = 3x% = 1000000

SO = x3 — x?

S0 = x3 = 1000x?
Se puede comprobar dando a x valores suficientemente grandes.

Si a las funciones anteriores les cambiamos el signo, tienden a —oo:

lim (=3x*+ 1000 000) = —oo

X = +oo

lim  (=x3 + 1000x2) = —
X — +oo

En general, podemos afirmar que:

El limite cuando x — +eo de una funcién polinémica es +o 0 —oo,
segin que el coeficiente del término de mayor grado sea positivo o
negativo.

lim (=5x3 + 7x2 + 9) = —oo
X = +oo

lim (B3x*—5x3) = +oo,
X — +oo

Por ejemplo:

Limites de funciones inversas de polinémicas

lim .
=3 gesi ) ()

nimero cada vez més grande, el cociente es cada vez mds proximo a cero.

Si  lim [f(x) = teo, entonces
X — +oo

=0, pues al dividir 1 por un

lim = 0.

X = oo

; ' . 1
Si P(x) es una funcién polinémica, entonces
) P P(x)

guientes funciones:
) f(x) =-x2+3x+5
o) flx) = x — 3x*

&) flo) = ——L
=

) feax) =

1. Di el valor del limite cuando x — 400 de las si-

b) f(x) = 5x3 + 7x

d) flx) = —

4 3. Como lim = ] =0, halla un valor de x
3x x -+ X°— 10x

B _
B : para el cual sea < 0,0001.

-5 x2 ="10x

lim (x3 — 200x2) = +eo, halla un valor
X = +oo

de x para el cual sea x3— 200x? > 1000000.

2. Como

—
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EJEMPLO

fim

5x4 - 300x2 - 40 .

x—+o  3x3 4+ 500x

5x4 5x

/fm —_— = Il’m — =4

X — 4o 3X3 X+ 3

s de funciones racionales: P(x)/Q(x)

Hemos visto que, cuando x — +eo, el protagonismo de una funcién
polinémica lo desempena el término de mayor grado.

De igual modo, en el limite cuando x — +co de un cociente de polino-
mios, solo importardn los términos de mayor grado del numerador y del
denominador. Por tanto, podemos dar la siguiente regla para hallar limi-
tes (x — +eo) de funciones racionales:

. P& _ ax™ .
Je0 Q) bx" + ...

@ Si grado de P > grado de Q (es decir, m > n), entonces

lim f(x) = too (el signo es el de i)‘

X = +oo b

@ Si grado de P < grado de Q (m < n), entonces [lim [f(x)=0.
X — too

@ Si grado de P = grado de Q (m = n), entonces [im [f(x) = a/b.

X = +oo
EJERCICIOS RESUELTOS
sy 2 z 2
1. Hallar el limite CL.tan.do D fim Xi=5x+ 3 _ im 222 iim = teo
X — +oo de las siguientes ey g, 0= 15 By ges B0 A Peo
Juniionas Como el grado del numerador es mayor que el /
a) f(x) = x%-5x+3 del denominador y, ademads, los coeficientes de
| 3x-5 los términos de mayor grado son ambos positi- |
5 vos, el limite es +oo.
B ey = 23 2 ,
X
b im = 23 lim x_%= lim %=0
=3x2_5x+1 X — +oo X~ X — +too X~ X — +oo
Afe 2x2-6 El limite es 0, pues grado de P(x) < grado de Q(x). -—\’
2
&) feo) = X3 i 2 |
-X 2 3x= —Sx k] , X 2 R~
o lim —= ] D5 iy i
B R amlal 1~
3 x%+3 ) )
d)  lim & —=lim — =0
x>+ —x3 x>+ =X3 x>+ X T —
EJERCICIOS PROPUESTOS
4. Calcula Iim f(x) y representa sus ramas: 5. Calcula  /Zim f(x) y representa sus ramas:
X — +oo X'—) +ioo
3_ 2 =
2 f0) = - b f(0) = = @) fl) = 221 b f) = £33
3x & =5 ; X3
O f) == d) f(0) = 3x =5 ) fa) = & o0 - 1222
2 -5 cf.x—xz_3 )f(x)—1+ =
X

-
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11.6 RAMAS INFINITAS. ASINTOTAS

ETIMOLOGIA A lo largo de esta unidad nos hemos encontrado varias veces con ra-
Asintota deriva del griego asumpofos, mas infinitas, es c.jegr.. tramo.s§ de curva que se alejan indefinidamente.
que significa sin encontrarse. Cuando una rama infinita se cifie (se aproxima) a una recta, a esta se la
Pues la asintota se acerea a la curva llama asintota de la curva y a la rama correspondiente se la llama rama
“sin encontrarla”, sin juntarse a ella. asintotica. Vamos a estudiar con detalle los tipos de ramas infinitas.

Ramas infinitas en x = ¢. Asintotas verticales

Las Unicas ramas infinitas que pueden darse en valores concretos de la
abscisa, x = ¢, son las ramas asintéticas verticales.

AN

_ _
/ En una funcion hay asintota vertical en x = ¢ si lim f(x) = %o
. : X'=. €
Para averiguar si el limite es +c0 o oo, Si f(x) = P(x)/Q(x) es una funcién racional simplificada (cociente
calcularemos el valor de f(x) en puntos de dos polinomios sin raices comunes), sus asintotas verticales se en-
préximos a ¢ (con ayuda de la cuentran en los valores de x que son raices del denominador. Se ha-
calculadora). llan resolviendo la ecuacion Q(x) = 0.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Hallar las asintotas verticales a) x =2 es raiz del denominador y no lo es del numerador. Veamos la
de las funciones siguientes: posicion de la curva respecto a esta asintota estudiando sus signos
) xX2_5x+ 7 en valores préximos a x = 2, por la derecha y por la izquierda:

a y S ——————
x=2 2 | ox-32¢ I y A

2 i

biy= L VALOR DE X 1,99 2,01 !

x2- 2x

. B L0 099 _, :
Estudiar, en cada caso, la VALOR DE f(x) 20,01 0,01 ——._E_X

posicion de la curva respecto a - :

la asintota. ke xh—>m2‘ () = —o0 xh_>mz ) = Feo \ |

b) El denominador tiene dos raices: x =0, x =2

I x=0 x=2
x— 0" x— 0+ H x—2 | x— 2% l-
—0,01 0,01 1,99 2,01
f 1,0001 - 1,0001 e 4,9601 . 5,0401 -
N 0,0201 —0,0199 —0,0199 0,0201

lim f(x) =+ [lim flx)=-c [lim flx)=-o lim f(x)=+e
CONCLUSION | .~/ o—f x— ()‘f x =27 x-2"

EJERCICIOS PROPUESTOS [
1. Halla las asintotas verticales y sitda la curva res- | 2. Halla las asintotas verticales y sitia la curva res-
pecto a ellas: pecto a ellas:
2 - 2 2 2

a) i w b) p= u a) = .X;_'*'Z_ b) y= _7%

x+1 g+ 1 K= 2% x%=2x+1

r-w—’
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RECUERDA

lim  f(x) = I — ASINTOTA HORIZONTAL
X— oo

’ ASINTOTA OBLICUA
lim f(x) = oo &
X = +o
RAMA PARABOLICA

grado P(x) < grado Q(x)

S
—

El ¢je X es asintota horizontal

La curva se le acerca por arriba o
por abajo.

Ramas infinitas cuando x — +

Hay varios tipos de ramas infinitas cuando x — +eo. Veamos las mas
importantes:

[3S]

ASINTOTA
OBLICUA

RAMA

ASINTOTA PARABOLICA

HORIZONTAL

Asintota horizontal. Si /im f(x) = [, entonces la recta y =/ es

) X o +oo
asintota de la funcion.

Asintotas oblicuas. Hay funciones y = f(x) que, cuando x — +oo, se
aproximan mucho a una recta y = mx + n, m #0, cinéndose a ella. Di-
cha recta es una asintota oblicua.

Ramas parabélicas. Si lim f(x) = £eo y la curva no tiene asintota

X = +oo

oblicua, entonces la curva presenta una rama parabdlica. Hay dos tipos:

/T

La curva crece, o decrece, cada vez
mas deprisa. De este tipo son las ra-
mas parabdlicas de las funciones

TIPO 2

La curva crece, o decrece, cada vez
mis despacio. De este tipo son las
funciones radicales y las logarit-

polinémicas y exponenciales. micas.

Obtencion de ramas infinitas (x — + )
en funciones racionales

P(x)
Q)

do x — +eo, procederemos del siguiente modo:

Si y=

es una funcién racional, para hallar su rama infinita cuan-

L. grado de P(x) < grado de Q(x)

> P(x)
% l—l)n;l- oo Q(.X')

Para hallar la posicién de la curva respecto de la asintota, estudiare-
mos el signo de P(x)/Q(x) para un valor grande de x.

=0. Larecta y =0 (eje X) es asintota horizontal.

3x—5

Por ejemplo, en y= —————
¥ X%+ 3x+ 2

, el eje X es asintota horizontal.

Es evidente que, para valores grandes de x, tanto el numerador como el
denominador son positivos. Por tanto, la curva estd por encima de la asin-

tota horizontal.




[

grado P(x) = grado Q(x)

[ el signo de la diferencia

La recta y =/ es asintota horizontal.

TEN EN CUENTA

La posicién de la curva respecto
de la asintota también se puede hallar con
caleuladora déndole a x un valor grande.

Por ejemplo, para x = 1000
la diferencia es 0,002, positiva.

Por ejemplo,

S -1=

=/

—

UNIDAD 11

IL. grado de P(x) = grado de Q(x)
lim Ll
[ \ X = +oo Q(x)

Para hallar la posicion de la curva respecto de la asintota, estudiamos

La recta y =/ es asintota horizontal.

P(x)
— [ para un valor grande de x.
o P &
2+ 1
lim ———— =1. Larecta ¥ =1 es asintota horizontal.
X = too X° — 2LX

Posicion de la curva respecto a la asintota:

x2+1

2x + 1

x% - 2x

x% - 2x

Esta diferencia es positiva para x grande. Por tanto, la curva se acerca
a la asintota por arriba.

grado P(x) — grado Q(x) = 1

Hay una asintota oblicua.

grado P(x) — grado Q(x) > 2

Hay una rama parabdlica.

/
<

EJERCICIOS PROPUESTOS

. grado de P(x) — grado de Q(x) = 1

P(x) |QW) P _ R(x)
R(x) Q) Qw)’

La recta y = mx + n es asintota (asintota oblicua).

R(x)
Ox)

mx +mn+

y=mx+n+
mx + n

La posicién de la curva respecto de la asintota se averigua estudiando
el signo de R(x)/Q(x) para valores grandes de x.

AT-5x+7 _ 1

Por ejemplo, y =

La recta y = x—3 es asintota. Observamos que, para va-
lores grandes de x, 1/(x —2) es positivo. Por tanto, la
curva queda por encima de la asintota.

IV. grado de P(x) — grado de Q(x) 2 2

En este caso hay una rama parabdélica, hacia arriba o hacia abajo

> 2 P(x)
segun que [lim sea +oo O —oo,
EAE A D
. x3 — 5x2 x3 — 5x2
Por ejemplo, y = = o lim = —oo
=X+ 3 X+ —X+3

Tiene una rama parabdlica hacia abajo.

/

3. Halla las ramas infinitas, x — +oo, de estas fun- \/ 4. Halla las ramas infinitas, x — +oo, de estas funcio-

ciones. Sitda la curva respecto a su asintota:
3

ay=

x
1+ x2

b) y=

1! ek =

nes. Sitda la curva respecto a sus asintotas, si las hay:

X242

- ays=

3_ 2,2
2 b) y = 2%° —3x° %7
x4 — 2% X
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11.7 COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCION CUANDO x — =

lim x* = +eo

X — —oo

lim x3=—c0
X — —o0

TEN EN CUENTA

Una vez obtenidas todas las ramas
infinitas (x — —oo, verticales y x — +o),
nos encontramos con la sorprendente y
agradable peculiaridad de las funciones
racionales de que, con solo esta
informacién, casi siempre podremos
conocer la forma de la curva con notable

claridad.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Hallar los limites cuando
X = —oo de:

a) f(x) =3x3-5x°+ 7

b f)=——3
s —5x2+ 7x+ 2

Se dice que x — —o cuando los valores que le damos se alejan hacia la
parte negativa del eje de las X. Por ejemplo, —10, =1 000, =10000, ...

Las definiciones, razonamientos y procedimientos sobre los limites
cuando x — —oo son similares a los que se han hecho para limites
cuando x — +eo. Vamos a resumir los fundamentales.

lim f(x) = +oo lim [(x) = —c lim f(x)=1

X = —o0 X = -0 X — —o

Para el cédlculo de limites de funciones polindmicas y racionales, basta
razonar sobre las potencias de nimeros negativos:

lim X" = —oo,
X = -

Si n espar, [lim x"=+e, ysi n esimpar,

X — —o

Teniendo esto en cuenta y manejando correctamente la regla de los sig-
nos, los procedimientos para el cdlculo de limites de funciones polino-
micas y racionales son idénticos a los ya vistos para el caso de x — +oo,
Otro tanto ocurre con las asintotas y demas ramas infinitas.

¢ En general, todos los limites cuando x — —eo se resuelven de forma
similar a los x — +eo, teniendo en cuenta la regla de los signos.

¢ La obtencion de las asintotas horizontales y oblicuas para x — —eo,
y la posicion de la curva respecto a ellas, es similar a lo ya visto.

+ Si la funcion es cociente de dos polinomios y tiene asintota horizontal
u oblicua para x — +eo, tiene la misma asintota para x — —oo.

a) lim (Bx3-5x%2+7)= lim

3 XD = —oo
X = —o0 X = —o0 /
b lim —3 = lm =0, tomando valores negativos.

X -0 =5x2+7x+2 x--w —5x

3 2 —~3
—x3+2x2+ 7 o lim M = lim == lim (=x) = +oo \
C)f(x)=2— X—=>=00 X“—2x+3 x> -0 X2 X —> —o00
X<— 2%+ 3 [
J3 + Zpd— 1 .. xS+ 2x%-1 ; 763 7 7 a1
dilfig) s ——e—— d - =] 2=l =t
S —2x3 + 11 o =B # 1] i g - 2 </
EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Halla /im f(x) y representa la rama correspon- 2. Halla lim f(x) vy traza las ramas correspon-
X — —oo Xi'—p =09
diente: dientes:

JfO) =2x3+7x4-3

a) f(0) = (x2 + 3)/(=x3  b) flx) = x3/(x% + 3)




EJERCICIOS RESUELTOS

2. Hallar la rama infinita
correspondiente a x — —o

para las siguientes funciones:

x2+ 1

y &
A x2— 2x

2 &
B flg = X=X+ 7
x-2

; _ X3 5x2
c) f(x) _

EJERCICIOS PROPUESTOS

a)

b)

C)

UNIDAD 11

2 2
, | s 2

lim ———= lim — =1
X - X°—2X x> -0 X*°
Obtenemos la misma asintota horizontal, y = 1, que obtuvimos para
X — +eo (v€ase pagina 287). La posicion de la curva respecto de la asin-

tota se averigua de forma similar para valores “muy negativos” de x:

Para x =-1000:
(-=1000)% + 1
(=1000)% = 2 - (=1000)

La curva se acerca a la asintota por debajo.

f(=1000) — 1 =

Si completamos esta informacién con
la que ya teniamos (paginas 285 y 287), ~. 7
se puede insinuar la forma final de la

=1 =+0,00199 < 0

curva.

I

Como grado del numerador = grado del denominador + 1, tiene
asintota oblicua, la misma que obtuvimos en la pagina 287:

2
- + l
fa) = H=D8F T 34
xX—2 X=2
La diferencia entre curva y asintota, \ /,"
~—3 S negativa cuando x — —oo. .
x - 7

Por tanto, la curva se aproxima a la
asintota por debajo.

Si unimos esta informacioén a la que
ya obtuvimos en las piginas 285 y
287, se puede insinuar la forma de la st
curva, e

-

D . LS
<

Puesto que el grado del numerador es dos unidades mayor que el

del denominador, hay ramas parabdlicas:

3 _ gyl ; 3 )
X7 =5K% g X
—x+ 3 X — -0 =X  x——oco

2 5

lim
X —» —oco

[
.
.
(S

Si anadimos a esta rama parabélica las de-

mds ramas infinitas, podemos adivinar la {

forma de la curva.

/

3
\

.
.

\

'
'
'
'
'
'
'
'
|
'
. 1
'
'
'
'
'
1
'

I

a)y= b) y
x2+1
o
Ay= - dy=
1 + a6

3. Halla las ramas infinitas, x — —eo, de estas fun-
ciones, y sitda la curva respecto a las asintotas:

1+ x?2

1+ x2

J

4

ay= b) y =

Fwries y
5

C).}’=u d))/:
X%l

4. Halla las ramas infinitas, cuando x — —oo, y si
tienen asintotas, sitda la curva respecto a ellas:

_ oxt+2

289



11.8 RAMAS INFINITAS EN LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS,
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas, y =senx, y=cosx, )y =1gX, por ser
periodicas, no tienen limite (ni finito ni infinito) cuando x — +eo ni
cuando x — —eo. Sin embargo, la funcion y = fg x si tiene infinitas
asintotas verticales:

RECUERDA

n
2
son asintotas de la funcién y = fg x.

Las rectas x= — + kn, k entero,

41

Funciones exponenciales

Las funciones exponenciales tienen una asintota horizontal y una ra-
ma parabdlica.

El eje X es asintota horizontal cuan- El eje X es asintota horizontal cuan-

do x — —oo, do x — +eo.
Tiene una rama parabdlica cuando  Tiene una rama parabdlica cuando
X — +oo, X = —oo,

No tiene asintotas verticales, pues es
continua en todo R.

No tiene asintotas verticales, pues es
continua en todo IR.

Funciones logaritmicas

Las funciones logaritmicas tienen una asintota vertical y una rama pa-
rabolica.

290

En tu CD se te explica como trabajar:
con DERIVE (1) y

con CALCULADORA GRAFICA (2)
algunos aspectos de esta unidad.

b4 => lloga X y= [Oga X
a/' 0<a<l

/

El eje Y es asintota vertical:

lim , log x = —eo
x—0

No tiene mas asintotas verticales.

Tiene una rama parabdlica cuando
X = toor  [im f(x) = +oo
X —> +oo

No esta definida para x <0.

S,

El eje Y es asintota vertical:

lzm+ log,x =+
x—=0

No tiene mas asintotas verticales.

Tiene una rama parabolica cuando
X = 4o lim f(x) =—oo
X > +oo

No esta definida para x <0.
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ol EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

1 Limite en un punto

Calcula el limite

x — -1 de la funcion:
3x * 5

J(x) =10

x+3

cuando

si x< -1
si x=-1
st x> -1

¢Es f discontinua en algiin
punto?

Funcion continua en un punto

Halla el valor de k para que
la funcion

3x2 + 6x
x+2
k si x=-=2

st x # -2

S(x) =

sea continua en x = 2.

Limites en el infinito

Estudia, con una tabla de valo-
res, el limite de estas funciones

cuando x — +co y cuando
X — —oo;
a) f(x)=9x+ 10

_ 2x -1
D) =5 TS
o f(x)=2"

e Para calcular  Iim f(x),

x— -1

tenemos que ver si coinciden los limites la-

terales, pues [ estd definida de diferente forma por la izquierda y por

la derecha de x = -1:

lim f(x)= Iim (3x+5)
x=y =1~ x— 1" = .
) Por tanto:  lim f(x) = 2
lim flx)= Iim (x+3)=2 x - -1
x—-1" x—-1*
e / no es continua en x = -1 porque no coincide f(-1) = con
lim f(x) = 2. No tiene mas puntos de discontinuidad por estar de-
x—-1

finida mediante funciones polindmicas, que son continuas.

A la izquierda y a la derecha de -2, la funcion esta definida de la misma
forma. Por tanto:

3%+ 6x 0 o Aax(x+2)
im —————=— —>  [im ———

#>=p X+2 0 =y X+2

=-0

Para que f sea continua en x = -2, debe cumplirse que:

lim f(x)=f(-2)=k —

x— =2

a) e Calculamos los valores de f(x) para algunos valores de x cada
vez mas grandes (x — +o0),

Podemos conseguir que los va-
lores de f(x) sean tan grandes
como queramos, dando a x va-
lores suficientemente grandes.

im Nox + 10 = —oo
X —> —oo

103 106 108 1010

f(x)| 20,8 208 9655

Yox + 10 = +eo,

4481,4

Luego, [lim
X o +o0

e Para x - —oo

~103 -106 10 lim

f(x)| -208 -208 -44814 J tiene ramas parabodlicas hacia +eo

y hacia —eo.

Cuanto mads grande sea x, los valo-
res de f(x) serin mas proximos a
0,6 y todos ellos menores que 0,6.

102 103 104

=3
N

f(x)| 0,6589 0,6658 0,66658

Si x = —eo, también f(x) — 0,6

e 102 103 10t
pero los valores de y son ahora
f(x)| 0674 0667 06667 | mayores que 0,6.
Luego l[m ﬂ ] E
8 5w BETE 5
La recta y = % = O,(; es una asintota horizontal.
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e n 10 100 1000

f(x)| 1024 12710 Error |« (2! es tan grande 3 i
que la calculadora no lim 2
puede hallarlo). K= Fow

I
o
8

n -10 -100  -1000

0,0009 7,8 1073! 0 [ (27199 es tan préximo ) 5
a 0 que la calculadora ‘1”” 2%=90
lo identifica con 0). X =2=80

Tiene una rama parabdlica hacia +eo. A
~ oconil
Larecta y =0 es una asintota de la funcién hacia —ee.

J/ 4 Calculo de limites cuando x — +~ y x - =

Halla los limites, cuando 3x — x4 -}
n d a5 d ) lim 22X - im l) = lim (—x?%) = —oo
x = oo-ycuan O:x_)— e ¢ X — too x2+1 X — +oo X° X — too
las siguientes funciones: » -~ =
P 3x—x* N
3x —x* lim e R lim (=x?) = —oo
a)f(x)=— X —> - X°+ X — —oo
x2+1 ) ‘ ) . i
Como el grado del numerador es mayor que el del denominador y
$ los coeficientes de los términos de mayor grado son de distinto sig-
b) f(x) = 2x+1
w2 no, el limite es —oo.
T 3x —xt o . :
_3x-1 La funcion f(x) = ———— tiene ramas parabolicas hacia abajo.
) f(x)= Pex x2+ B ]
B 2x + . 2X .
b) lim 21, lim === Ilim 29
x— o x2 X > too X2 x> oo X s
. + , 2 . i
lim ,?.x—?l = lim —"i = [lim ; =0
X — -  X* X -0 X%  x— -0 X

Como el grado del numerador es menor que el del denominador, el
limite es 0. Larecta y =0 (eje X) es asintota horizontal. Para saber
si la funcion estd por encima o por debajo del eje X, estudiamos el
signo de la funcién para x =100 y x =-100, por ejemplo.

O iim XL o o, X =3 )
x4+ 2=X x5 400 =X y = -3 es una asintota
horizontal.
tim XL o gy 3X =3
X — —o0 =X X = -0 —X

Como el grado del numerador es igual que el del denominador, el limi-
te es el cociente entre los coeficientes de los términos de mayor grado.

Para estudiar la posicion, calculamos algin punto de la funcion pa-
ra valores grandes de x. Por ejemplo: (100; —=3,05) y (~100; — 2,95)

La curva estd bajo la asintota cuando x — +oo vy sobre la asintota
cuando x — —oo,

O bien estudiamos el signo de la diferencia |

entre la curva y la asintota ‘?sz—_; -(=3)

para valores grandes de x.



5 Ramas infinitas y asintotas

Halla las ramas infinitas de las

s s X9 # D
siguientes funciones. Al e = 2

Cuando tengan asintotas, estu- * Asintotas verticales: x =2 es asintota vertical, porque /im f(x) = +oo,
dia la posicion de la curva res- x—2

pecto a ellas.

Six= 2, (f(x) -X<o , J(X) = —oo,
x3+2 -
Ehai )
2_q Si x— 2%, (f(x) = % >0, f(x) = +oo.
x —_—
b)f(x)=——-
X<+ 4 & 3
s Jm EEL o lim %= = lim x2=+oo
c)f(x)= X x—y k56 No—= 2 X = +oo X X = +oo
(x —1)2 X‘% + 2 3 -
lim — im =—= lim x*=+oc
d) f(x) = x213x K=o K= X — -0 X X — —oo
No tiene asintotas horizontales. Tiene ramas parabodlicas hacia arriba.
3
x
e)f(x) =
VS x2+2  No tiene asintota oblicua porque el grado del numerador es 2 uni-

dades mayor que el del denominador.

by fla = X =L
X+ 4

* No tiene asintotas verticales porque no hay ningin valor que anule
el denominador (x? + 4 # 0). Es una funcién continua en IR.

vi—1 x2 x2-1
* jim —=—=¢ lim —=1; dm —_—— B lim
X4 X°+ 4 x5 te X° x> -0 X°+4 x> -

%L
L

¥ =1 esuna asintota horizontal. Para determinar la posicion de la
curva y la asintota, estudiamos la diferencia entre las ordenadas de
ambas:
JE x% =1 _1=x2—1—x3—4= =5
x% + 4 x%+4 x2+4

Tanto si x — +eo como si x = —eo, d <0,
lo que indica que la ordenada de la curva
es menor que la de la asintota.

La curva se acerca a la asintota por debajo.

No puede tener asintota oblicua porque son iguales los grados del
numerador y del denominador.

o fl)= —*
/ (x — 1)?

* Asintota vertical: x =1, pues lim ————
x—=1 (x— 1)~
Si x> 17, f(x) = +oo,

Si x> 17, f(x) = +e,
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X =

_ it

e lim = lim — = [lim =10
x>t (x—1)2 x> +e X2 x>t X
= 1

lim —X — = lim L) = /im —=0
x-00 (X—1% x>5-0 x%2 x5-00X

» =0 es una asintota horizontal.
Si x—> +oo; f(x) > 0.
Si x> —oo, f(x)<O.
N 1
d) [l = e
xX°—3x
* Asintotas verticales: x?2-3x=0 — x(x-3)=0 < ii g
x =0 es asintota vertical porque /im i
%30 %2 —3x

I
+
3

Si x> 07, fx) > +eo,
Si x> 07, f(x) > —oo.
x =3 es asintota vertical, ya que:

lim _1 = too

x—23 x%-3x

Si x—= 37, f(x) > —oo.

Si x> 3%, f(x) > +oo.

e im 1

=0. =0 es asintota horizontal.
x—teo x%—3x

Si x— +eo, flx)>0 } La curva estd por encima

Si x— —oo, f(x)>0 de la asintota.

3
) flx) = —=

x2+2

No tiene asintotas verticales, porque x? + 2 # 0.

e Como el grado del numerador es una unidad mayor que el del de-
nominador, tiene una asintota oblicua.

3 )
3 2 _ X _ 2%
X- ks 5 @)= =X-
l—— / x2+2 X2+ 2
x3-2x x

— 2x

=

La recta y = x es asintota oblicua.

y (asintota) | 100  -100

| Flx) (curva) | 9998 99,98 L




23 EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

1

|PARA PRACTICAR

Discontinuidades y continuidad

a) ;/Cual de las siguientes graficas corresponde a
una funcion continua?

b) Senala, en cada una de las otras cinco, la
razon de su discontinuidad.

Halla los puntos de discontinuidad, si los hay,
de las siguientes funciones:

ADy=x+x-6

Bip= o

R -

O x—1

Y= 2T

Ay = ==t
X<+ 2064 3

e)y = = 2 .
5x — %2
1

£y =

J x2+2

Comprueba si las siguientes funciones son con-
tinuasen x=0 yen x=-2:

2) = ==
T

b= ==~
Toxt-4

Oy=\Nx?-4
o

dy-=

/ a

Indica para qué valores de IR son continuas las
siguientes funciones:

a)y=5—% b)y=Vx-3
c)y=% d) y = N=3x

e)y="N5=2¥

Dyp=mxiz=x

Comprueba que las grificas de estas funciones
corresponden a la expresion analitica dada y di
si son continuas o discontinuas en x = 1.

_J1-x2 si x21 .

a)f(x)_{x—l si x>1 " ’
i HEE
! 5 il
[T 11
1 l\l | | |
et of Ll 2 | 1|
b = 11
) f) {3 si x>1 ‘ A ‘
S
‘ f’!
2 o NGHA
c>.f<x>={x il WA W AN

-1 si x=1 ‘
) )

| Comprueba si la funcion:

x2-1si x<0
x—1 si x=20

S = {

es continua en x = 0.

@ Recuerda que para que [ sea continua en x = 0,
debe verificarse que [l—'>n(1 S0 =£(0).

Comprueba si las siguientes funciones son con-
tinuas en los puntos que se indican:

BG-x/2 si x<-1
= -
a) f(x) {2x+4 G x> 1 O
2 — w2 si &2
b)f(x)_{(x/z)-s si xz2 X2
3x si x<1 _
C).f(x)—{x+5 B ypy W x=1

295
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'Vision grafica del limite

EPY N

|Estas son, respectivamente, las graficas de las
i funciones:

| feo- =
| X &2
|

{

1 .
— § S

(x + 2)# :
(¢Cudl es el limite de cada una de estas funciones
|cuando x — -2?

|

| @ Observa la funcion cuando x — -2 por la iz-
\quierda y por la derecha.
|

‘ Sobre la grafica
'de la funcion
gf(x), halla:
) lim f0

|
| X — -3

ST S
b dm fo 5/ EEEEEN
e lim f(x)

x — 3" |
x— 2"

h) lim f(x)

x—>-2

ic) lim f(x) & Ilim f(x)

x—0 X — —oo

g lim [f(x)

X = +oo

if) lim [f(x)
x—2*
'Limite en un punto

|
| Calcula los siguientes limites:

) lim [5- 2 b)  lim (x3-x)
x=0 2 x—-1

) lim 1o d lim 2%

{ o =53 X =2 x—05

;e) lim N10+x-x* £) lim log,x

i x—-2 X4

g) lim cos x h) flim e~

| x—=0 X =32

2 ;
Dada la funcion f(x) = {x * 1 S% e O, halla:
‘ x+1 si x20

|

) lim f(0

x—=-2

b) lim f(x) o lim f(x)
x—3 x>0

|

‘ & Para que exista limite en el punto de ruptura, tie-
| nen que ser iguales los limites laterales.

[+

Jxs

JM

15

/16

17

Vs

Calcula los siguientes limites:

2
a) lim _dx b) lim 2x” + 3%
x>0 x2-2x x>0 x
l _3pd_2p? . h*=7h

o) lim ——=—— d) Iim
hz—>0 h h—0  4bh

@ Saca factor comiin y simplifica cada fraccion.

Resuelve los siguientes limites:

7 % 4
a) lim = 4 b) lim xz 1
x—>1 X-— == X°+tx
) lim x+2 d) lim = —X=2
x—=2 x%— x—2 xX=2
p
e) lim __K*+3 £) lim xZ 1
x—-3 x2+4x+3 xo1 x°-=1
ol
Calcula el limite de la funcion f(x) = —
X F

en x=3 x=0y x=-1

iLimite cuando X - + 0 X — =

iCalcula los siguientes limites y representa la
|informacién que obtengas:
E 2~ 10x =
la) lim (7+x-x3 b)) Lm x7—10x - 32
| x> 400 X = +oo 5

L .x4 X » 9
o lim |-— +=-17 d) Iim (7 -x)

X —» +oo 2 X —> too

[ @ Dale a x ‘“valores grandes” y saca conclusiones.

Calcula el limite de las funciones del ejercicio
anterior cuando x — —eo y representa la infor-
macién que obtengas.

Comprueba, dando valores grandes a x, que las
siguientes funciones tienden a 0 cuando x — +ee,

100

| fop= —1 2

5 b) fx) =

x<—10 3%

d) fo) = —2

10x2 — x3

—7
o) flx) = —
| Vx
}Calcula el limite cuando x — +eo vy cuando

|x = —oo de cada una de las siguientes funcio-
{nes. Representa los resultados que obtengas.

|2) f) = x5 - 10x b) f(x) = Vx? -4
|

&) G0 = xz;;x

3—x
2

| f =



Lo

Calcula los siguientes
ramas que obtengas:

limites y representa las

5)
a) [lim — b)  lim 2
x— +o0 (x—1)2 T 4se 3 =%
c) lim — d)  lim 1
| x>+ x2-1 x>+ (2 —x)3
; _ 2
le) lim 1 £ fm HES
| x> 4w X+2 x>+ 1 —Xx
. 2=5x . 3 - 2x
/ h) |/
@ b e+ v

Calcula el limite de todas las funciones del ejer-
cicio anterior cuando x — —eo,

Resuelve los siguientes limites:

| B 3.76'2 B )

a) lim ———— b) lim 1-(&x-2)
x— +oo (x—1)2 X = —oo

i e 3

c) lim - d) Iim L il 8
x—+oo (206 + 1)2 X = — X

1

Calcula el limite cuando x — +e y cuando
x — —oo de las siguientes funciones y represen-
ta las ramas que obtengas:

a) f(x) = _—12 b) f(x) = 10x — x3
_ 2
O fx) = =X D )= 122
e 3x
Asintotas

Halla las asintotas de las siguientes funciones y
sita la curva respecto a cada una de ellas:

_ 2% . x-1
d)y—x—S b) y =75

_ 2+3 - 2
QP — dy R

| 4 —x

Halla las asintotas de las siguientes funciones y
sitda la curva respecto a ellas:

2 3
)y = b) y =
Y X2+ 4 4 x2+1
2% _ 4
C)y=2x 1 d)y = X
x? =1

27

28

29

Halla las asintotas de las siguientes funciones y
sita la curva respecto a ellas:

_dx+1 _ 3x
}a)f(x) o b) f(x) gy
, s y
©) flx) = —— d) f(x) "
&) f() = —2X— D fa) = —L_
x? - (x + 2)?

Cada una de las siguientes funciones tiene una
asintota oblicua. Héllala y estudia la posicion de
la curva respecto a ella:

-
a) f(x) =

b) f(x) = 3+x—x?
X

d f0) = X2+ x-2
x=-3

2
o) f(x) = 4x°-3
2%

-2 %5
B =t

PARA RESOLVER

Calcula los limites de las siguientes funciones en
los puntos que anulan su denominador:

- X =edicl

a) f(x) S d b) f(x) o
2 _ 3 _ 942
of@w=EE  py-LF

Halla las asintotas de las siguientes funciones y
sitGa la curva respecto a cada una de ellas:

(3 = w)? S — 2
= B-x bl w2 =
Ay 2x + 1 )y 2x -7
2 x?
oy=2X2L dy=
, & x2=1 + x2+x+1
_x3 33(.'2
= ) g
=2 x2—4 4 X+ 2

Halla las ramas infinitas de estas funciones.
Cuando tengan asintotas, sitda la curva:

. el _(x+3)?
ay= x2 B y= (x + 1?2
1 x2-1
i 9 — x2 - 2x%+ 1
22 x3
= Fy 4
ey 3 )y —

297
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30 %Prueba que la funcién f(x) = solo

2 =
tiene una asintota vertical y otra horizontal.

& Al hallar lim [f(x) verds que no es oo.
x—-2

31 [Calcula los siguientes limites y representa los
resultados que obtengas:

2
b) lim F=gmrd
- 3x x—o1 x2-2x+1

32 }Calcula los siguientes limites y representa los
‘resultados que obtengas:

5 2 3 4 g2
3% B x—23§ b o ;\”—x
x>0 X+ x xo-1 X2+ 2x+1
|

~ 4 2

o lim X L d lim T
| " x>1 x-— x—2 X2 —4x+4

33 Halla las asintotas de estas funciones:

__x £ 0 @
ay % b) y 2 H
2x2+ 5 24 4 1

I P E dDy=——=
;cy x%—4x +5 ¢ ek — 1)
ey=x+ fS f)y=x+1+%

34 Representa las siguientes funciones y explica si
son discontinuas en alguno de sus puntos:
2c-1 si x<3

5-x s x23

a) fo) = {

si x<0
#1 61 x>0

b) fGx) = {;

% -2 5 %<2
o f) =
- J {x si xi>2
35 a) Calcula el limite de las funciones del ejercicio
anterioren x=-3 y x=5.

b) Halla, en cada una de ellas, el limite cuando
X — +eo y cuando x — —co,

36 Calcula los limites cuando x — +e y cuando

x — —oo de las siguientes funciones:

|a) flx) = 2%-1 b) flx) = 0,75¢

1O flx) =1+ e* d) f(x) = 1/e*

-

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PRO‘P‘E OS

37 |Halla las ramas infinitas de las siguientes fun-
| ciones exponenciales:

a)y=2%*3 b)y=15-1

Ay=2+e* dDy=e>*

38 Calcula, en cada caso, el valor de k para que
la funcion f(x) sea continua en todo R.

_Jx?2-4 si x<3
a)f(x)—{x+k si x> 3
66—/ si x<2
b)f(x)_{x2+/ex si x>2
2 .
& f@ = {(x + X% s% x#0
5 k 8i x=0

39 |Estudia la continuidad de estas funciones:

2=% 8 x<1

|2 f60 = {1/x

si x21

i x-1 si -12x
b) f=91-x% si -1<x<1
%=1 si x2>1

—x2 i
c)f<x>={;x+’f o Bl

si x>0

40 Calcula a para que las siguientes funciones
|sean continuas en x = 1:

x+1 si x<1
2.1 = {4—axz si x>1
| 2. _ :
B i = { &7 DD e

|
41 |En una empresa se hacen montajes en cadena.
|El nimero de montajes realizados por un traba-
Jjador sin experiencia depende de los dias de
! 301
+4

%entrenamiento segun la funcion M(1) =

i (t en dias).

i . : : : .
'a) ;Cudntos montajes realiza el primer dia? ;Y el
décimo?

!b) Representa la funcion sabiendo que el perio-
| do de entrenamiento es de un mes.
i

¢

©) (Qué ocurriria con el nimero de montajes si
el entrenamiento fuera mucho mas largo?



CUESTIONES TEORICAS

42 ;Se puede calcular el limite de una funcién en
un punto en el que la funcion no esté definida?
;Puede ser la funcién continua en ese punto?

43 | ,Puede tener una funcién mas de dos asintotas
verticales? ;Y mas de dos asintotas horizontales?
' Pon ejemplos.

44 ¥l denominador de una funcién f(x) se anula
len x = a. ;Podemos asegurar que tiene una
|asintota vertical en x = a? Pon ejemplos.

45 'Si lim f(x) =5, ;podemos afirmar que [ es

| x— 2

|continua en x = 2?
|
? s
46 Representa una funcion que verifique estas con-
\diciones. ¢Es discontinua en algin punto?
|
\

l PARA PROFUNDIZAR

{ 5o i
47 | Calcula los siguientes limites:

E x+3

la) Iim b) lim skl
| x>t Xx—2 X = +oo X

|

| 2

{ ” x°+ 1 . 3x-1
o) lim —— d lim —/—
| x> —eo X x o+ Vx2 + 4
|

' 1

48 |Halla un valor de x para el cual f(x) = v

%sea menor que 0,001.

49 iHalla los siguientes limites:

a) lim (\/_

| x> 4eo
!

|0 lim —
| x>+ €

b) lim (2¥ - x3)

X = +oo

d lim (0,75% — x)

X — —co

| lim (o) =2 lim f(x) =0 50 {CCual es la asintota vertical de estas funciones
| BmF = o= s logarltmlcas? Halla su limite cuando x — +oo:
xlz_?)nl‘f(x) = +oo xh—>m1*f(x = —oo ia) y = log,(x - 3) b) y = n(x + 2)
-/ AUTOEVALUACION

2% =3, xX<3

1. Calcula el limite de f(x) = { 5
lam—7 x33

en los puntos de abscisas 0, 3 y 5. Disila
funcion es continua en esos puntos.

2. Halla los siguientes limites-

a) lim 21 b) lim —— o) lim V..

)x—)O x—)S\f )x->4(-x 4)2

3. a) \'Zj* 11 I IITTT]
| B I Y ) | I O

| [ | ’—T: ||

AL Lyl | N ‘L%‘X
LINLA | —
EEN N TN
Ll Tl HEEEEEEEE

Sobre la grifica de estas dos funciones, halla, en
cada caso, los siguientes limites

lim f(x); lim f(x0); lim fx0; lim f(x)
x—=3 x—=>2 X —> +oo X — —oo
A

4, 1 int i6 =
Halla las asintotas de la funcion f(x) P

y estudia la posicion de la curva respecto a ellas.

/ 5. Justifica qué valor debe tomar a para que la

ax—-2 si x<1
He2 = {4x—2a si x> 1
6. =
_ / Halla el limite de f(x) = m cuando

lim  f(x) = —oco lim  f(x) = +oo
x = -2 x = 2t
lim f(x)=0 lim f(x) =2
X — +oo X—)» —o0
-[ 23
8. Estudia las ramas infinitas de f(x) = ol si-

funcion sea continua en IR:

X = 3; x> 2; x> +oo; X — —oo y representa
la informacién que obtengas.

7. Representa una funcion que cumpla las siguien-
tes condiciones:

tda la curva respecto a su asintota.

3. En tu CD puedes encontrar las resoluciones
de todos estos ejercicios.
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INICIACION AL CALCULO DE
DERIVADAS. APLICACIONES

Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

| concepto de derivada surgio como resultado de algunos siglos

de esfuerzo dirigidos a resolver dos problemas: determinar la rec-
ta tangente a una curva en uno de sus puntos y encontrar velocidades
instantaneas en movimientos no uniformes. Estos problemas interesa-
ron a los matematicos desde tiempos antiguos, pero hasta el siglo xvi,
la resolucion de cada problema particular se hacia mediante un méto-
do especifico no generalizable a otros problemas similares.

En el siglo xvi, los conocimientos acumulados hasta entonces permi-
tieron a Newton y Leibnitz dar una respuesta tedrica y completa a to-
dos estos tipos de problemas, mediante la invencion de la derivada.
Un siglo después, Euler contribuyo a mejorarla. No obstante, la base
logica y, por tanto, los conceptos formales desarrollados por estos
matematicos fueron insuficientes para que el cilculo de derivadas
fuera un proceso claro y sistematico. Fue Cauchy, a comienzos del
siglo x1x, quien, al relacionar de forma clara el concepto de derivada
con el de limite, consiguié un respaldo formal basico gracias al cual
el cilculo de derivadas se redujo a sencillas operaciones formales.
Tanto es asi, que un estudiante actual de Bachillerato maneja estos
procedimientos con mayor soltura que los grandes matemdticos an-
teriores a Cauchy.

() Qley)={z)+o(y),
@ P(zy) = q(z) x9(¥)

quuue prablémes différens que nnus sl
fun eprés Tautre,

* Paonuame. Déterminer la fonction
mumitre gv'elle reste contimue entre den
rénlles guclcongues ds lavariable =, ¢t g:
pour toutes les valeurs rdolles dasvaric/

() @lery)=0(s)-

Sororson. Si dans léquation
successivemuul y par y4-z, 3 par
on cn lrera

(f+yztu+.. ...
i ‘
RAF)+ i)+ Qle)+ ¢ lu) + &1

-~
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des mémes variables, I'une des cquations suivaotes &-nctionmire--:l, nu méme par un nombre quel-

conque &, oo fern, en prewier licu,

C==u,
n désignant deux nombres eatiers ; et l'on cn
i
nC=ma,
(%) = m.pie),
) o5 ) = 2 (e
.ot que Ja fraction = varie de ma-

cr vers un nombre quelconque k,
roitcs, oo frousera

 (ka) = wgle)
on prend a=1, on aure, pour toutes
sitives de g,

12 soit [e nombre des veriables x, y, 2, % : P(n) =4e{1),
lesigue par m v wéne nooibue, i par suite, en faisunt converger w vers fa Limite
P positive, et que Fon fasse wro,
N P ain)=a




